Exercice 1
1. On considère le polynôme P défini par :

P(z) = z3 – 6z2 + 12z – 16.

   a. Calculer P(4).

   b. Résoudre dans ( l’équation : P(z) = 0.

2. Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O, 
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Soit A, B et C les points d’affixes respectives :

a = 4          b = 1 + i
[image: image3.wmf]3

          c = 1 – i 
[image: image4.wmf]3

.

   a. Placer les points A, B, C sur une figure que l’on complètera tout au long de l’exercice.

   b. Montrer que le triangle ABC est équilatéral.

3. Soit K le point d’affixe k = - 
[image: image5.wmf]3

+ i.

On appelle F l’image de K par la rotation de centre O et d’angle de mesure 
[image: image6.wmf]3

p

 et G l’image de K par la translation de vecteur 
[image: image7.wmf]OB

.

   a. Quelles sont les affixes respectives de F et de G ?

   b. Montrer que les droites (OF) et (OC) sont perpendiculaires.

4. Soit H le quatrième sommet du parallélogramme COFH.

   a. Monter que le quadrilatère COFH est un carré.

   b. Calculer l’affixe du point H.

   c. Le triangle AGH est-il équilatéral ?

(Sujet national – Bac S – 1998)

Exercice 1

1. a. Le polynôme P est défini quel que soit le nombre complexe z.

P(4) = 43 - 6(42 + 12(4 – 16 ( P(4) = 64 – 96 + 48 – 16,

[image: image240.wmf] 
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donc

   b. De la question précédente on déduit que P(z) est factorisable par (z – 4) c’est-à-dire qu’il existe trois nombres complexes a, b et c tels que :

P(z) = (z – 4) (az2 + bz + c)

ce qui équivaut à : az3 + z2(b – 4a) + z(c – 4b) – 4c = z3 – 6z2 + 12z – 16 (  
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On en déduit que : P(z) = (z – 4)(z2 – 2z + 4). Par conséquent quel que soit le nombre complexe z,

P(z) = 0 
[image: image9.wmf] 
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Le polynôme
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a pour discriminant ( = - 12 = 
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donc il admet deux racines complexes, distinctes et conjuguées :
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]3
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 et z2 = 1 -
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 En conclusion, l’ensemble S des solutions de l’équation P(z) = 0 s ‘écrit :

[image: image241.wmf]u 


2. a. 
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   b. Les points B et C ayant pour affixes des nombres complexes conjugués, ils sont symétriques l’un de l’autre par rapport à l’axe réel. De plus, l’affixe de A étant réelle, le point A est situé sur cet axe. Par conséquent le triangle ABC est isocèle de sommet A.

Enfin, AB = (b - a( = (- 3 + i
[image: image15.wmf]3

( = 2
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 et BC = (c - b( = (- 2i
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( = 2
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. Donc AB = BC. En conclusion, les trois côtés du triangle ABC sont de même longueur : le triangle ABC est équilatéral.

3. a. La rotation r de centre O et d’angle de mesure 
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est définie par la relation complexe

z’ = 
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Donc 

F = r(K)
[image: image22.wmf] 
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 zF = 
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 zF = 
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 zF = 
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Le vecteur 
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a pour affixe  b = 1 +
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 donc la translation t de vecteur 
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est définie par la relation complexe :

z’ = z + 1 +
[image: image31.wmf]3
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Alors G = t(K) 
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En conclusion, les points F et G ont pour affixes respectives :
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   b. Les droites (OF) et (OC) ont pour vecteurs directeurs respectifs 
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d’ affixe 1 -
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Les vecteurs 
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OF

et 
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OC

sont donc orthogonaux. On en déduit que les droites (OB) et (OC) sont perpendiculaires.

4. a. Sachant que OF = OC = 2, le parallélogramme COFH a deux côtés consécutifs de même longueur et perpendiculaires. Donc le quadrilatère COFH est un carré.
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    b. Le point H est défini par la relation : 
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]3
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. Donc le point H a pour affixe :

   c. On peut constater que les affixes des points G et H sont conjuguées. Par conséquent ces deux points sont symétriques l’un de l’autre par rapport à l’axe réel et donc le triangle AGH est isocèle de sommet A. De plus,

GH = 
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En conclusion, AG = GH donc le triangle AGH est équilatéral.

Exercice2
Le plan complexe P   est rapporté à un repère orthonormal direct (O. 
[image: image47.wmf]v
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), ayant comme unité graphique 3 cm.

Les nombres complexes z1, z2, z3, z4, z5 et z6 que l’on va calculer dans cet exercice seront tous exprimés sous forme algébrique et sous forme exponentielle ((ei().

1. Résoudre dans ( l’équation : z2 - 
[image: image48.wmf]3

z + 1 = 0.

On pose z1 = 
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 et z2 = 
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. Exprimer z1 et z2 sous forme exponentielle et placer les points M1 et M2 d’affixes respectives z1 et z2 dans le plan P .

2. Soit r la rotation de centre O et d’angle 
[image: image51.wmf]3

2

p

.

Calculer l’affixe z3 du point M3 = r(M2). Placer M3 sur la figure précédente.

3. Soit t la translation dont le vecteur 
[image: image52.wmf]w

 a pour affixe - 
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Calculer l’affixe z4 du point M4 = t(M2). Placer M4 sur la figure.

4. Soient z5 =  
[image: image54.wmf](
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 et z6 = 
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. Exprimer z5 et z6 sous forme algébrique et sous forme exponentielle. Placer les points M5 et M6 d’affixes respectives z5 et z6 sur la figure.

5. a) Calculer zk6 pour k ( {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

    b) Ecrire z6 + 1 sous forme d’un produit de trois polynômes du second degré à coefficients réels. Justifier cette écriture.

     (Asie – Bac S – 1998)

Exercice 2

1. L’équation 
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a pour discriminant ( = - 1 = i2. On en déduit que cette équation admet deux solutions distinctes, complexes et conjuguées : 
[image: image57.wmf].
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On peut encore écrire : 
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donc les solutions de l’équation s’écrivent :
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2. La rotation r de centre O et d’angle de mesure 
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est définie par la relation complexe : 

z’ = 
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Donc M3 = r(M2 ) ( 
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En conclusion, M3 a pour affixe 

3. La translation t de vecteur 
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 est définie par la relation complexe :

z’ = z
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Donc M4 = t(M2 ) 
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 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf]i
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En conclusion, M4 a pour affixe 

4. 
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5. a. En reprenant l’écriture exponentielle de chacun des nombres complexes précédents et en appliquant la formule de Moivre on obtient successivement :

[image: image248.wmf].
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    b.  La question précédente permet de conclure que le polynôme z6 + 1 admet 6 racines qui sont les nombres complexes z1, z2, z3, z4, z5, et z6. On en déduit que ce polynôme est factorisable de la manière suivante :


[image: image67.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

6

5

4

3

3

2

1

6

z

 

-

 

z

z

 

-

 

z

z

 

-

 

z

z

 

-

 

z

z

 

-

 

z

z

 

-

 

z

 

z

 

-

 

z

 

 

1

 

 

z

=

+

.

Pour obtenir des polynômes du second degré il faut et il suffit de multiplier les facteurs deux à deux, et pour que ces polynômes soient à coefficients réels, il faut et il suffit de choisir ceux qui comportent des racines conjuguées car :
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En conclusion, quel que soit le nombre complexe z,
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Exercice 3

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O; 
[image: image69.wmf] 
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On considère le point A d’affixe 1 et , pour tout ( appartenant à [0, 2([, le point M d’affixe z = 
[image: image70.wmf]q
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.
On désigne par P le point d’affixe 1 + z et par Q le point d’affixe z2.

1. A partir du point M, donner une construction géométrique du point P et une construction géométrique du point Q. Les points O, A , M, P et Q seront placés sur une même figure.

2. Déterminer l’ensemble des points P, pour ( appartenant à [0, 2([.

Tracer cet ensemble sur la figure précédente.

3. Soit S le point d’affixe 1 + z + z2, où z désigne toujours l’affixe du point M. Construire S, en justifiant la construction.

4. Dans le cas où S est différent de O, tracer la droite (OS). Quelle conjecture apparaît, relativement au point M ?

Démontrer que le nombre 
[image: image71.wmf]z
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est réel, quel que soit ( appartenant à [0, 2([.

Conclure sur la conjecture précédente.

(Exercice – Bac S – Antilles-Guyane – Juin 99)

Exercice 3

1. Soit zP et zQ les affixes respectives des points P et Q. Par hypothèse : zP = z + 1 ce qui équivaut à la relation vectorielle 
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 autrement dit, P est l’image de M dans la translation t de vecteur 
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. D’autre part, zQ = z2 ( zQ = 
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Ainsi, le point M étant fixé, pour déterminer le point P à l’aide de la règle non graduée et du compas il suffit de tracer le parallélogramme dont deux côtés consécutifs sont donnés par 
[image: image76.wmf]u 

 et [OM].

Pour déterminer ensuite le point Q on trace le cercle de centre O et de rayon OM = 1, cercle auquel appartient également le point Q;  puis à l’aide du compas on reporte la longueur AM de l’autre côté de M par rapport à A, Q ayant une position symétrique de celle de A par rapport à M.

2. Lorsque ( décrit l’intervalle [0,2([ le point M décrit le cercle C de centre O et de rayon 1. Donc l’ensemble des points P, obtenus en faisant varier M sur ce cercle, est l’image de C par la translation t c’est-à-dire le cercle C’ de centre A = t(O) et de même rayon que C soit de rayon 1.

3. Soit zS l’affixe du point S. Par hypothèse, zS = 1 +  z + z2 ( 
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 . Donc pour déterminer le point S il suffit de compléter le parallélogramme dont deux côtés consécutifs sont [OP] et [OQ].

4. On peut observer sur la figure que le point M semble situé sur la droite (OS). 

Le point M ayant pour affixe z = 
[image: image78.wmf]q
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, M est distinct de O et z est non nul. Donc on peut considérer le rapport :
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On en déduit que 
[image: image80.wmf] 
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est réel quel que soit le réel ( dans l’intervalle [0,2([, ce que l’on peut encore écrire :


[image: image81.wmf] 
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Ceci est encore équivalent à : 1 + z + z2 = kz ( 
[image: image82.wmf] 
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. Cette dernière relation vectorielle prouvant la colinéarité des vecteurs 
[image: image83.wmf] 
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, on en déduit que les points O, M et S sont alignés.

Exercice 4

1. Résoudre dans l’ensemble des nombres complexes l’équation :

z2 – 2z + 2 = 0.

2. Soit K, L, M les points d’affixes respectives :

zK = 1 + i ;     zL = 1 - i ;     zM = - i
[image: image84.wmf]3

.

Placer ces points dans le plan muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image85.wmf](

)

2

1

e

 

,

e

 

O;

. Unité 

graphique : 4 cm. On complètera la figure dans les questions suivantes.

3. a) On appelle N le symétrique du point M par rapport au point L. Vérifier que l’affixe zN du point N est : 2 + i
[image: image86.wmf](
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    b) La rotation de centre O et d’angle 
[image: image87.wmf]2

p

 transforme le point M en le point A et le point N en le point C.

Déterminer les affixes respectives zA et zC des points A et C.

    c) La translation de vecteur 
[image: image88.wmf]u 

d’affixe 2i transforme le point M en le point D et le point N en le point B.

Déterminer les affixes respectives zD et zB des points D et B.

4. a) Montrer que le point K est le milieu des segments [DB] et [AC].

    b) Montrer que 
[image: image89.wmf]i
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    c) En déduire la nature du quadrilatère ABCD.

(Exercice – Paris – 1995)

Exercice 4

1. L’équation z2 – 2z + 2 = 0 a pour discriminant réduit (’ = - 1 ( = i2 ), réel strictement négatif, donc cette équation admet deux solutions distinctes complexes et conjuguées : 1 + i et 1 - i.

3. a) N étant le symétrique de M par rapport au point L, 
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. Par conséquent zN = 2 zL – zM donc
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    b) la rotation du centre O et d’angle de mesure 
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 est définie par la relation z’ = 
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 soit z’ = iz. On en déduit que : zA = izM  et zC = izN. Par conséquent,
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    c) La translation de vecteur 
[image: image93.wmf]u 

d’affixe 2i est définie par la relation z’ = z + 2i, donc :

zD = zM + 2i et zB = zN + 2i.
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On en déduit que :

4. a) L’affixe du milieu de [DB] est : 
[image: image94.wmf]K
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L’affixe du milieu de [AC] est 
[image: image95.wmf]K
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. Par conséquent K est le milieu de [DB] et [AC].

    b) zC – zK = 2 - 
[image: image96.wmf]3

 + 2i – 1 – i donc zC – zK = 1 - 
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 + i.
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zB – zK = 2 + i
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 – 1 – i donc zB – zK = 1 + 
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Sachant que l’on peut encore écrire : zC – zK = 
[image: image100.wmf](

)

1

 

-

 

3

2

i

 + i, on obtient :

    c) De l’égalité précédente on déduit que : 
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, c’est-à-dire que :

KC = KB et 
[image: image103.wmf](
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Dans la question 4. a) on a démontré que K était le milieu des segments [DB] et [AC]. Par conséquent le quadrilatère ABCD, dont les diagonales se coupent en leur milieu, est un parallélogramme.

De plus, les deux égalités KC = KB et 
[image: image104.wmf](
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 prouvent que ces deux diagonales sont de même longueur et perpendiculaires. En conclusion, ABCD est un carré.

Exercice 5

Le plan est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image105.wmf](
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On note zM l’affixe d’un point M. Soit A le point d’affixe 4 et B le point d’affixe 4i.

1. Soit ( un réel de [0 ; 2(] et r un réel strictement positif.

On considère le point E d’affixe 
[image: image106.wmf]q
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et F le point tel que OEF est un triangle rectangle isocèle vérifiant 
[image: image107.wmf](
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Quelle est, en fonction de r et (, l’affixe de F ?

2. Faire une figure et la compléter au fur et à mesure de l’exercice. On choisira, uniquement pour cette figure :
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5

 

 

p

q

=

   et   r = 3.

3. On appelle P, Q, R, S les milieux respectifs des segments [AB], [BE], [EF], [FA].

    a) Prouver que PQRS est un parallélogramme.

    b) On pose 
[image: image109.wmf]P
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. Déterminer le module et un argument de Z. En déduire que PQRS est un carré.

4. a) Calculer, en fonction de r et (, les affixes respectives des points P et Q.

    b) Quelle est, en fonction de r et (, l’aire du carré PQRS ?

    c) r étant fixé, pour quelle valeur de ( cette aire est-elle maximale ?

Quelle est alors l’affixe de E ?

(Exercice – Paris – Septembre 1999)

Exercice 5

1. Par hypothèse le triangle OEF est rectangle isocèle direct de sommet O, autrement dit, F est l’image de E par la rotation de centre O et d’angle de mesure 
[image: image110.wmf]2

p

. On en déduit que l’affixe zF s’écrit en fonction de zE de la manière suivante : 
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ZF = r
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En conclusion, l’affixe de F s’écrit :

3.  a.  Dans le triangle ABE, P désignant le milieu du côté [AB] et Q celui du côté [BE], la droite (PQ) est une droite des milieux et :
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De même, dans le triangle AEF, (RS) est une droite des milieux et : 
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On peut donc conclure que : 
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 et donc que le quadrilatère PQRS est un parallélogramme.

      b.  Le milieu P du segment [AB] a pour affixe ZP = 
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. Le milieu Q du segment [BE] a pour affixe ZQ = 
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et le milieu R du segment [EF] a pour affixe ZR = 
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Donc Z = 
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 ( Z = 
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. Or, de même que F est l’image de E par la rotation de centre O et d’angle de mesure 
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, B est l’image de A par cette même rotation. Par conséquent,
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, donc 
[image: image126.wmf](

)

A

E

2

B

F

z

 

-

 

z

 

 

z

 

-

 

z

p

i

e

=

 et donc Z = 
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En conclusion,
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Sachant que le numérateur de Z est l’affixe du vecteur 
[image: image128.wmf]QR

et son dénominateur celle du vecteur 
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on peut écrire que :

(Z( = 
[image: image130.wmf]PQ

QR

 et arg Z = 
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Les résultats qui précèdent permettent de conclure que les côtés [QR] et  [PQ] du parallélogramme PQRS sont de même longueur et perpendiculaires. Donc le quadrilatère PQRS est un carré.

4. a. Les affixes des points P et Q sont respectivement :

ZP = 
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soit ZP = 2 + 2i, et  ZQ = 
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soit ZQ = 
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    b. L’aire du carré PQRS est égale à : ( ZQ – ZP (2 = 
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Donc l’aire du carré PQRS s’écrit encore :
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    c.  r étant fixé, cette aire est donc maximale lorsque cos( est minimal c’est-à-dire lorsque : cos( = - 1 soit pour 

[image: image259.png]



Dans ce cas l’affixe de E est égale à : 

E est alors un point de l’axe réel, de l’autre côté de O par rapport à A, et F son homologue sur l’axe imaginaire.
Exercice 6

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct 
[image: image136.wmf](
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4 cm.

On appelle B le point d’affixe i et M1 le point d’affixe :
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1. Déterminer le module et un argument de z1.

2. Soit M2 le point d’affixe z2, image de M1 par la rotation de centre O et d’angle 
[image: image138.wmf]2
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.

Déterminer le module et un argument de z2.

Montrer que le point M2 est un point de la droite (D) d’équation y = x.

3. Soit M3 le point d’affixe z3, image de M2 par l’homothétie de centre O et de rapport 


[image: image139.wmf]3
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    a. Montrer que 
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.

    b. Montrer que les points M1 et M3 sont situés sur le cercle de centre B et de rayon 
[image: image141.wmf]2

.

4. Construire, à la règle et au compas, les points M1, M2 et M3 en utilisant les questions précédentes ; on précisera les différentes étapes de la construction.

5. A tout point M du plan d’affixe z (distinct de B), on associe le point M’, d’affixe Z telle que Z = 
[image: image142.wmf]z
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Déterminer et construire l’ensemble (E) des points M du plan (M distinct de B) tels que M’ appartienne au cercle de centre O et de rayon 1.

(Exercice – Pondichéry – Juin 2000)

Exercice 6

1. Soit 
[image: image143.wmf])

 

-

 

1

(

2

1

 

-

 

3

 

 

z

1

i

=

, donc :


[image: image144.wmf][

]

.

2

4

 

-

 

 

argz

 

donc

 

2

2

 

-

 

2

2

2

2

1

 

-

 

3

 

 

z

 

alors

2

2

1

 

-

 

3

 

 

z

 

 

1)

 

(-

 

 

1

2

1

 

-

 

3

 

 

z

1

1

1

2

2

1

p

p

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

´

=

´

=

Û

+

=

i


[image: image260.wmf](

)

3

 

 

1

 

 

3

 

-

 

1

 

 

z

H

+

-

=

i

En conclusion,

2. M2, d’affixe z2, étant l’image du point M1, d’affixe z1, par la rotation de centre O et d’angle de mesure 
[image: image145.wmf]2
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, leurs affixes sont liées par la relation :
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On déduit de ce dernier résultat que :

Ayant démontré que arg
[image: image147.wmf]]
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, ceci se traduit encore par : 
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, autrement dit,

le point M2 est situé sur la première bissectrice du repère, soit sur la droite (D) d’équation y = x.

3. a. M3, d’affixe z3, étant l’image du point M2, d’affixe z2, par l’homothétie de centre O et de rapport 
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)

2

 

3

+

, leurs affixes sont liées par la relation :
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Par conséquent

    b. BM1 = (z1 - i( ( BM1 = 
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              BM3 = (z3 - i( ( BM3 = 
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                                  ( BM1 = 
[image: image153.wmf](

)

(

)

2

1

 

 

3

 

 

1

 

-

 

3

2

2

+

+

                                ( BM3 = 
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                                  ( BM1 = 
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                                                             ( BM3 = 
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Ces deux égalités de longueurs prouvent que les points M1 et M3 sont situés sur le cercle de centre B et de rayon
[image: image157.wmf]2
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4. argz1 = 
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On en déduit que le point M1 est le point d’intersection du cercle de centre B et de rayon
[image: image159.wmf]2

 et de la deuxième bissectrice du repère (d’équation y = - x) dans le quatrième quadran.

Le cercle de centre B et de rayon
[image: image160.wmf]2

est le cercle de centre B et passant par le point A d’affixe 1 car 

BA = 
[image: image161.wmf]2

.

D’autre part , le point M2 est le point situé sur la première bissectrice du repère, dans le premier quadran, et à la même distance de O que M1.

Les points O, M2 et M3 sont alignés dans cet ordre et M3 est situé sur le cercle de centre B et de rayon
[image: image162.wmf]2

.

5. M étant distinct de B, le nombre complexe (z – i) est non nul donc Z = 
[image: image163.wmf]z
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est bien défini.

Alors, le point M’ appartient au cercle de centre O et de rayon 1 si, et seulement si,

OM’ = 1 ( 
[image: image164.wmf]1
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Donc l’ensemble (E) des points M du plan tels que M’ appartienne au cercle de centre O et de rayon 1 est le cercle de centre B et de rayon 1.     

Exercice 7

1. On considère les nombres complexes : z1 = i et z2 = 
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    a) Calculer (z1(, (z2(.

    b) Calculer 
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 sous forme algébrique.

2. Soit z et z’ deux nombres complexes de module 1 tels que : 1 + zz’ ( 0.

    a) Montrer que 
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    b) Soit u = 
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en fonction de 
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        Calculer u - 
[image: image173.wmf]u 

. En déduire que u est réel. 

Exercice 7

1. a) (z1( = 1 et (z2( = 
[image: image174.wmf]2

2

2

3

 

 

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

donc (z2( = 1.

    b) 
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En conclusion,

2. a) Par définition, 
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    b) Par hypothèse, u = 
[image: image178.wmf].
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 Alors : 
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Par conséquent 

On en déduit que u = 
[image: image180.wmf]u 

 ce qui équivaut à dire que u est un nombre réel.

Exercice 8

Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image181.wmf](

)

 

v

 

,

u 

 

O;

, unité graphique 4 cm, on considère les points A d’affixe zA = 1 et B d’affixe zB = 2.

Soit un réel ( appartenant à l’intervalle ]0, ([.

On note M le point d’affixe z = 1 + 
[image: image182.wmf]q
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1. Montrer que le point M appartient au cercle C  de centre A et de rayon 1.

2. Exprimer l’angle 
[image: image183.wmf](
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AB

 en fonction de (.

    En déduire l’ensemble E des points M quand ( décrit l’intervalle ]0, ([.

3. On appelle M’ l’image de M par la rotation de centre O et d’angle - 2( et on note z’ l’affixe

    de M’. Montrer que z’ = 
[image: image184.wmf] 

z

puis que M’ appartient à C  .

4. Dans toute la suite on choisit 
[image: image185.wmf]3
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    On appelle r la rotation de centre O et d’angle - 
[image: image186.wmf]3
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 et A’ l’image de A par r.

    a. Définir l’image C’  du cercle C  par r.

        Placer sur une figure A, B,C , M,C ’ puis le point M’ image de M par r.

    b. Montrer que le triangle AMO est équilatéral.

    c. Montrer que C  et C ’ se coupent en O et en M’.

    d. Soit le point P symétrique de M par rapport à A.

        Montrer que M’ est le milieu de [A’P].

(Exercice – Sujet national – Juin 2000)

Exercice 8

1. Le point M appartient au cercle C  si, et seulement si, AM = 1.
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Donc le point M appartient bien au cercle C  de centre A et de rayon 1. 

2. Par hypothèse 
[image: image188.wmf] 
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En conclusion,

Les demi-droites [AM) formant un angle de mesure (, ( décrivant l’intervalle ]0, ([, avec la demi-droite [AB) balaient le demi-plan au-dessus de l’axe réel. De plus, M appartient au cercle C  donc l’ensemble E des points M cherchés est le demi-cercle situé au-dessus de l’axe réel, les points d’intersection du cercle C  avec cet axe étant exclus.

3. L’écriture complexe de la rotation ( de centre O et d’angle - 2( est la suivante : z’ = 
[image: image190.wmf]z
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donc le point M’ image de M par cette rotation a pour affixe :


[image: image191.wmf](

)

1

 

 

 

1

 

 

 

1

 

 

 

 

 

1

 

 

z'

2

2

2

2

2

+

=

+

=

+

=

+

=

-

-

q

q

q

q

q

i

i

i

i

i

e

e

e

e

e


[image: image267.wmf]2

4

 

 

rsin

 

 

2

rcos

 

 

z

et   

   

2

 

 

2

 

 

z

Q

P

+

+

=

+

=

q

q

i

i

Par conséquent,

On déduit de ce dernier résultat que les points M et M’ sont symétriques l’un de l’autre par rapport à l’axe réel. De plus, le point M appartient au cercle C  qui admet l’axe réel pour axe de symétrie. Par conséquent, le point M’ appartient aussi au cercle C  . 

4. Par hypothèse 
[image: image192.wmf]3
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    a. L’image C’  du cercle C  par la rotation r de centre O et d’angle de mesure - 2( = 
[image: image193.wmf]3
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 est le cercle de centre A’ = r(A) et de même rayon que le cercle C  soit 1.

La rotation r a pour écriture complexe z’ = 
[image: image194.wmf]z
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. Par conséquent A’ a pour affixe 
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En conclusion, le cercle C’  a pour centre le point A’ d’affixe 
[image: image196.wmf]3
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 et pour rayon 1.

    b. M a pour affixe z = 1 + 
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. Donc OM = 
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De plus, on a montré que AM = 1 dans la question 1. Enfin, OA = 1.

Par conséquent le triangle OAM est équilatéral.

    c. OA’ =  
[image: image199.wmf]1
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 donc le point O appartient au cercle C’ . D’autre part, O est également un point du cercle C . De plus, on a montré que le point M’ appartenait à C  dans la question 3. et M’ est sur le cercle C’’ car c’est l’image par la rotation r d’un point M du cercle C .

En conséquence, les deux cercles C  et C’  se coupent en O et M’.

    d. P étant le symétrique de M par rapport à A, A est le milieu du segment [MP] soit :
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D’autre part, M’ est le point d’affixe 
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Le milieu du segment [A’P] a pour affixe :
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On constate donc que M’ est le milieu du segment [A’P].

Exercice 9

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal (O ;
[image: image203.wmf] 
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Dans tout l’exercice, z est un nombre complexe non nul.

A tout point M d’affixe z, on associe M’ d’affixe z’ = - 
[image: image204.wmf],

z

1

 puis le point I milieu du segment [MM’]. L’affixe de I est donc 
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Note : les questions 2. , 3. et 4. sont largement indépendantes.

1. a. Donner une relation entre les modules de z et z’.

        Donner une relation entre leurs arguments.

    b. Sur la figure ci-dessous est placé le point M1 d’affixe z1 sur le cercle de centre O et de rayon 2. Expliquer comment on peut obtenir géométriquement le point M’1, puis le point I1, milieu du segment [M1M’1].

Effectuer cette construction.

2. Pour cette question, ( est un réel et M est le point d’affixe z = 
[image: image206.wmf]q
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.

    a. Calculer sous forme algébrique l’affixe de I.

    b. Sur la figure ci-dessous est placé le point M2 d’affixe z2 sur le cercle C de centre O et de rayon 

       1. Expliquer comment, en utilisant le résultat de la question 2. a., on peut obtenir

        géométriquement I2 milieu du segment [M2M’2].

       Effectuer cette construction.

       Donner (sans justification) l’ensemble décrit par I lorsque M décrit C.
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3. Dans cette question, M est un point du plan, distinct de O.

    a. Déterminer les points M du plan complexe pour lesquels M et I sont confondus.

    b. Développer (z – 2i)2 + 3.

        Déterminer les points M du plan complexe pour lesquels l’affixe de I est 2i.

4. Dans cette question, M est un point du plan, distinct de O, d’affixe z = x + iy (x et y réels).

    a. Exprimer en fonction de x et y la partie réelle et la partie imaginaire de l’affixe de I.

    b. Déterminer l’ensemble A   des points M du plan pour lesquels I appartient à l’axe des abscisses.

    c. Déterminer l’ensemble B   des points M du plan pour lesquels I appartient à l’axe des ordonnées.

(Exercice – Bac S – Amérique du Nord – Juin 2000)

Exercice 9
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1. a. (z’( = 
[image: image207.wmf]z
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 ( (z’( = 
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En conséquence, quel que soit le nombre complexe non nul z,

De même, z et z’ étant non nuls, argz’ = arg(- 1) – argz [2(].
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Par conséquent, quel que soit le nombre complexe non nul z,

     b. D’après la question précédente, (z’1( = 
[image: image209.wmf]1
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 et argz’1 = ( - argz1  [2(], où z1 désigne l’affixe de M1 et z’1 désigne celle de M’1 . Par conséquent : OM’1 = 
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donc le point M’1 est situé sur le cercle de centre O et de rayon 
[image: image212.wmf]2
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et sur la demi-droite d’origine O symétrique de la demi-droite [OM1) par rapport à l’axe imaginaire.
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2. a. Soit zI l’affixe de I : zI = 
[image: image213.wmf](
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. Par conséquent, l’affixe de I est :

    b. De la question précédente on déduit donc que, M2 étant un point du cercle C de centre O et de rayon 1, donc ayant une affixe de la forme
[image: image214.wmf]q

i

e

, le point I2 est le projeté orthogonal de M2 sur l’axe imaginaire.

Lorsque M décrit le cercle C de centre O et de rayon 1, son affixe est de la forme
[image: image215.wmf]q

i

e

où ( décrit [0, 2(] par conséquent l’affixe de I, zI = isin( dans laquelle sin( décrit l’intervalle [- 1, + 1], entraîne que I décrit le segment de l’axe imaginaire d’extrémités les points d’affixes respectives (- i) et i.

3. a. M étant un point du plan d’affixe non nulle ,
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En conclusion, les points M pour lesquels M et I sont confondus sont

les points d’affixes respectives i et (- i).

      b. Quel que soit z dans (, (z – 2i)2 + 3 = z2 – 4iz – 1.

Soit M un point d’affixe z non nul. Alors :


[image: image217.wmf].
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En conclusion, les points M du plan complexe pour lesquels I a pour affixe 2i sont

les points d’affixes respectives 
[image: image218.wmf](
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4. a. M étant un point du plan d’affixe z = x + iy où (x,y) appartient à (2 – {(0,0)}, l’affixe de I s’écrit :
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En conclusion,

     b. Alors I appartient à l’axe des abscisses si, et seulement si, Im (zI) = 0 donc si, et seulement si : 

y = 0 ou x2 + y2 + 1 = 0.

Cette dernière équation n’admettant aucune solution dans (, on en déduit que l’ensemble A   des points M cherchés est l’axe réel  privé de l’origine O du repère.

     c. De même, I appartient à l’axe des ordonnées si, et seulement si, Re  (zI) = 0 donc, si, et seulement si :

x = 0 ou x2 + y2 – 1 = 0.

On en déduit donc que l’ensemble B   des points M cherchés est la réunion de l’axe imaginaire, privé de l’origine O du repère, et du cercle C de centre O et de rayon 1. 

Exercice 10

Le plan orienté est muni d’un repère orthonormé direct 
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On appelle A et B les points d’affixes respectives i et 2 (où i est le nombre complexe de module 1 et d’argument 
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1. a. Déterminer l’ensemble (() des points d’affixes z telle que : (1 – 2i)z + (1 + 2i)
[image: image222.wmf] 

z

= 4

        (
[image: image223.wmf] 

z

 est le complexe conjugué de z).

    b. Déterminer l’ensemble (() des points M d’affixe z telle que : (z – i)( 
[image: image224.wmf] 

z

+ i) = 4.

2. Soit f l’application qui, à tout point M d’affixe z (z ( i), associe le point M’ d’affixe 

z’ = 
[image: image225.wmf]i
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    a. Vérifier que z’ – 2 = 
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. En déduire que M’B = 
[image: image227.wmf]MA
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 et que :
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        Indiquer une mesure de l’angle 
[image: image229.wmf](
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    b. (() et (() ont deux points communs M1 et M2 . Représenter sur une même figure : 

((), ((), f((()), M1, M2, f(M1),  f(M2).

(Exercice du concours d’entrée à l’E.P.F. du 23 mai 1990)

Exercice 10

1. a. L’équation à résoudre est équivalente à : 
[image: image230.wmf]4
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 où Z désigne le nombre complexe (1 – 2i)z. On en déduit que : 2Re(Z) = 4 donc que Re(Z) = 2, sa partie imaginaire étant quelconque. Le nombre complexe z étant écrit sous forme algébrique : z = x + iy où (x,y) ( (2, ceci se traduit par :

Re²[(1 – 2i)(x + iy)] = 2 ( x + 2y = 2.

Par conséquent, l’ensemble

[image: image277.wmf]3


    b. De même que précédemment, l’équation à résoudre est équivalente à : 
[image: image231.wmf]Z

Z

 = 4 où Z désigne le nombre complexe (z – i). Comme 
[image: image232.wmf]Z

Z

 = (Z(2, on en déduit que : (Z( = 2 donc que (z - i( = 2.

A étant le point du plan complexe d’affixe i, et M celui d’affixe z, (z – i) est l’affixe du vecteur 
[image: image233.wmf] 
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 donc (z - i( = AM et
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2. a. z étant différent de i, 
[image: image234.wmf] 
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est différent de (- i) et :
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En conclusion,

De plus,
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En conséquence,

    b. (() est le cercle de centre A et de rayon 2 donc tout point M de (()   est tel que AM = 2 et a pour image le point M’ tel que BM’ = 1 d’après la question précédente, autrement dit, M’ est sur le cercle de centre B et de rayon 1 . De plus 
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 ; ainsi, lorsque M décrit ((), le point M’ est le point d’intersection de la demi-droite d’origine B qui forme un angle de mesure
[image: image239.wmf] 
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avec la demi-droite [AM). 

Cette dernière remarque permet de conclure que M’ décrit le cercle de centre B et de rayon 1 lorsque M décrit ((). Donc
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ZF = r� EMBED Equation.3  ��� ou ZF = r(- sin( + icos()
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( ZQ – ZP (2 = � EMBED Equation.3  ���.
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zD = � EMBED Equation.3  ��� et zB = 2 + i� EMBED Equation.3  ���. + 2i.





zA = � EMBED Equation.3  ��� et zC = 2 - � EMBED Equation.3  ��� + 2i.





zN = 2 + i� EMBED Equation.3  ���.
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